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Resume 

On determine les classes d'isomorphismes des algebres de Jordan 
en dimension deux sur le corps des nombres reels. En utilisant des 
techniques d'Analyse Non Standard, on etudie les proprietes de la 
variete des lois d'algebres de Jordan, et aussi les contractions parmi 
ces algebres. 

Mots clefs : algebre de Jordan, rigidite, contraction. 



1 Definitions et proprietes preliminaires 

Le but de ce travail c'est d'etudier certaines proprietes de la variete des 
lois d'algebres de Jordan en dimension 2. D'abord, on classifie ces algebres 
sur le corps des nombres reels, et on introduit la notion de perturbation 
d'algebres de Jordan en utilisant la theorie des ensembles internes de Nelson 
[5]. Ceci, nous permet de determiner les composantes ouvertes de la variete 
J 2 , d'ou en resulte que la variete est formee par trois composantes, deux de 
dimension 4 et une de dimension 2. Les autres algebres resultent de limites 
par contraction des algebres rigides definissant les composantes ouvertes. 
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Definition 1 Une loi d J algebre de Jordan sur R est une application bi- 
lineaire symetrique (p : R n x R n — > R n qui verifie Videntite 



<p(tp(X,X),ip(X,Y))-<p(X,<p(<p(X,X),Y))=0, X,YeR n . (1) 



On designera par J n I 'ensemble des lois d'algebres de Jordan sur R n . 

On appelle algebre de Jordan de dimension n a toute paire (R n ,y?), oil 
if G J n ■ De fagon naturelle, on peut aussi definir les notions d'ideal et sous- 
algebre d'une algebre de Jordan [4]. 

Rappelons qu'un sous-espace vectoriel V est dit isotrope s'il existe un 
vecteur non mil v tel que <p(v, w) = pour tout w G V. Si le sous-espace Ru 
est lui meme isotrope, on dit que v est un vecteur isotrope. 

Definition 2 Une algebre de Jordan sans elements isotropes est dite simple 
si elle ne possede pas d'ideaux non nuls. 

Proposition 1 Toute sous-algebre d'une algebre de Jordan sans elements 
isotropes possede un element neutre. 

Voir [7] pour le detail de la demonstration. 

Soit {ei,...,e n } une base de R n . On peut identifier toute algebre de 
Jordan ip avec ses constantes de structure sur une base donnee. De Pidentite 
(pjj on obtient que les coordonees definies par (p(ei,ej) = a^ek sont des 
solutions du systeme : 



2 Classification des algebres de Jordan reelles en 
dimension 2 

Dans le cas particulier de dimension 2, toute algebre de Jordan est donnee 
par les relations : 



a ii a kj a Ik ~ a ii al jk a1 lh ~ ^ a ij a ik a hl + ^ a il a hj a ik — 



0, l<i,j,k,l,r, 



h<n. (2) 



e\ o ei = a\e\ + ai&2 
e 2 o e 2 = bid + t>2<i2 



(3) 



e\ o e2 = c\e\ + 
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Cette dimension a ete deja considered dans [T] d'un point de vue geometrique, 
et dans [8] pour des applications aux equations differ entielles. On peut done 
exprimer la structure par une matrice de coefficients du type 



En developpant le systeme (|2|) , on obtient les douze equations suivantes : 

a.2 (cic 2 ) = a 2 (a 2 bi) 
h (cic 2 ) = h (a 2 bi) 



II en resulte que J 2 est une variete algebrique immerse dans R . 

Theoreme 1 Toute algebre de Jordan reelle de dimension 2 est isomorphe 
a une des algebres suivantes : 



1. Vo: 


ei 


o 


ei 


= ei, 


e 2 o e 2 


= ei, 


e\ o e 2 = 


= e 2 . 


2. Vi : 


ei 


o 


6l 


= ei, 


e 2 o e 2 


= 0, 


ei o e 2 = 


e 2 . 


3. V>2 : 


ei 


o 


61 


= o, 


e 2 o e 2 = 


= e 2 , 


ei o e 2 = 


0. 


4- V>3 : 


ei 


o 


6l 


= e 2 , 


e 2 o e 2 


= 0, 


ei o e 2 = 


0. 


5. ip4 : 


ei 


o 


6l 


= ei, 


e 2 o e 2 


= 0, 


e\ o e 2 = 


\e 2 . 


6. iJj 5 : 


ei 


o 


61 


= ei, 


e 2 o e 2 


= -&i 


, ei o e 2 


= e 2 



De plus, V algebre V>5 est une algebre de Jordan simple. 





(4) 



oieic 2 + 2a 2 6ic 2 
a\a 2 c\ + ?>a\c\ + 2a 2 b 2 c 2 
2c\c 2 + 26ic| + a 2 6i + a\b 2 c\ 
2c\c 2 + 2a 2 c\ + ai6 2 c 2 + a 2 b\ 
2a\b\C\ + 2,b 2 c\ + &i& 2 e 2 
2a 2 6ici + 6 2 cic 2 



2cic 2 + a\a 2 b\ 

2a 2 c 1 c 2 + 2e^ + a i c 2 + o,ia 2 b 2 
3aib\c 2 + 26 2 eie 2 + a\c\ 
b 2 c\ + 2a\c\c 2 + 3a 2 6 2 ei 
a\b\b 2 + b\c\ + 2c\ + 26ieie 2 
a 2 &i&2 + 2cfc 2 . 
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Dans ce qui suit, le symbole ifti designera les algebres du theoreme. 

Si (p est une algebre de Jordan sans elements isotropes, d'apres la pro- 
position 1 il existe un element unite. Alors, on peut trouver une base de M 2 
telle que la matrice de <p soit de la forme 



(5) 



Soit x = x\e\ + x 2 e2 un element generique. Alors 

(p(x, x) = (x\ + ax 2 )e\ + {2x\x 2 + bx 2 )e2- 

Si l'algebre de Jordan (p n'a pas d'elements isotropes alors l'equation precedente 
equivaut a la condition 

b 2 + 4a / 0. (6) 

Lemme 1 Toute algebre de Jordan ip £ J 2 sans isotropie est isomorphe d 
V> ou ips- 

Demonstration. Si 92 ne possede pas d'isotropie, alors on peut trouver 
une base {ei, e^\ telle que la loi s'exprime par la matrice ([5]) avec 4o+6 2 7^ 0. 

1. Si 4a + b 2 > 0, on prend dans ?/>o le changement de base e[ = e\,e' 2 = 
|ei + \J a + ^e2, et sur cette base on obtient que 

e[ o e[ = e[ , e' 2 o e' 2 = ae± + be' 2 , e[ o e' 2 = e 2 . 

2. Si 4a + b 2 < 0, on prend dans V>5 le changement de base e[ = e\,e' 2 = 
2 e i + y — (° + i~) e2, Les relations sur la base transformee sont alors 

e\ o = e'j , e' 2 o e' 2 = ae[ + be' 2 , o e' 2 = e 2 . 

D'ou le resultat. ■ 

Lemme 2 Toute algebre de Jordan de dimension 2 avec isotropie et element 
unite est isomorphe a tpi. 

Sans perte de generality on peut supposer que e\ est l'element unite et 
e2 l'element isotrope. Alors 

ei o ei = ei, e2 o e2 = 0, ei o e2 = e2- 
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Lemme 3 Soit <p G J 2 une algebre de Jordan avec isotropie sans element 
unite. Alors (p est isomorphe a 1^2,^3 ou tp^. 

Demonstration. Si <p est sans unite et isotrope, on peut trouver une 
base {ei,e2} telle que les relations soient donnees par 

ei o ei = a\e\ + a2e2, e 2 o e2 = 0, ei o e 2 = ciei + C2e2- 

Le systeme d'equations (jl]) est reduit aux relations 

ci = 0, a 2 c\ = a\a 2 c 2 , 3aic 2 = 1c\ + a 2 C2- 

On obtient deux possibilites non-equivalentes : 
/ a 1 a 2 \ 
1. ip = I ,01,02 6 M, 




2. y> = ,oi € 



Dans le premier cas, si oi 7^ 0, le changement de base e[ = e 2 , e' 2 ~- 

( e i + f e2 ) 
montre que 

11 1 11 1 1 ? / 11 1 

e 1 oe 1 = e 1 , e 2 o e 2 = ae x + 6e 2 , e 1 oe 2 = e 2 , 

d'ou 09 ~ ^2- Si ai = 0, on considere la changement e'i = , ei, e 2 = e 2 . 

Vl a 2l 



Pour le deuxieme cas, il suflit de considerer le changement de base donne 
par e\ = ^-ej, e' 2 = e2 pour obtenir Pisomorphisme 09 ~ ^4. 

Pour finir la preuve du theoreme, il suffit de voir que ip§ est simple. On 
peut facilement verifier que ^5 ne possede pas d'ideaux propres non triviaux. 



Remarque 1 // en resulte que sur le corps des nombres complexes, les 
algebres de Jordan et ipo sont isomorphes. On obtient alors un exemple 
d'une algebre simple dont la complexifiee n'est pas simple. 

Si on considere Taction du groupe lineaire GL(2, R) sur la variete J 2 , 
cette action est definie par : 

(^f) = r 1 opo(f,f). 

On notera par 0(<p) l'orbite d'un element ip par cette action. Les elements 
de l'orbite sont evidemment les algebres de Jordan isomorphes a ip. 
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3 Perturbations d'algebres de Jordan 



Dans ce paragraphe, on applique la theorie des ensembles internes (I.S.T) 
de Nelson a Analyse de la wiete J^Q Dans l'annexe on presente les 
axiomes les plus importants utilises dans ce travail. Dans ce qui suit, on 
suppose que n est standard, d'ou on en deduit que la variete J n est standard. 
Soient tp G J n un element standard et x,y deux vecteurs standard de W 1 . 
Alors tp (x, y) est standard. Si ces deux vecteurs sont limites, alors tp (x, y) 
est aussi limite. 

Definition 3 Soit tp une loi standard de J n . Une perturbation tpo de ip est 
une loi d'algebre de Jordan sur M n infiniment proche a ip, c'est-a-dire, pour 
tous les vecteurs x,y GR n , (p(x,y) et ipo (x,y) sont infinement proches. On 
notera une perturbation par ip ~ <pq. 

Proposition 2 Si (p£j n , alors V ombre <po de ip appartient a J n . 

Demonstration. Soient x,y €M n . Comme <p est une loi d'algebre de 
Jordan, on a 

tp (tp (x, x) , tp (x, y)) -tp(x,tp (tp (x, x) , y)) = 0. 
Comme chaque partie est limitee, en considerant l'ombre on obtient 

tp (°tp (x, x) ° tp (x, y)) - tp (x,° tp (^ (x, x) , y)) = 0, 

alors 

ip (tp (x, x) , tp (x, y)) - tp (x, tp (°tp (x, x) , y)) = 0, 

et appliquant une fois de plus les proprietes de l'ombre en agissant sur les 
applications lineaires, il en resulte que 

tpo (cpo (x, x) , tp (x, y)) - tp (x, tpo (tp (x, x) , y)) = 0. 



Lemme 4 Soit V un espace vectoriel de M. n (n standard). Alors l'ombre °V 
est un sous-espace de R" de la mime dimension. 

1 On peut egalement consulter le livre [3] pour des applications precises de l'analyse 
non-standard aux algebres de Lie 
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Demonstration. Par definition, °V est le seul sous-ensemble standard 
de M n dont les elements sont des ombres des elements limites de V. Comme 
l'addition et la multiplication externe par des scalaires sont continues, °V 
est un sous-espace vectoriel. La methode d'orthogonalisation de Graam- 
Schmidt nous donne une base orthogonale de V. Meme si cette base n'est pas 
generalement standard, leurs vecteurs sont limites et admettent une ombre 
de norme 1. Comme ces ombres sont orthogonales, on en deduit que V et 
°V ont la meme dimension. ■ 

Comme consequence immediate de ce resultat on obtient le resultat sui- 
vant : 

Proposition 3 Soit <po une loi standard de J n et soit p une perturbation 
de ifQ. Alors I'ombre d'une sous-algebre (resp. un ideal) de (M n ,p) est une 
sous-algebre (resp. un ideal) de (M. n ,po) de la meme dimension. 

Lemme 5 Dans les conditions precedentes, si (M n ,(/2o) est sans isotropie, 
alors la perturbation (R n , ip) est aussi sans isotropie. 

Demonstration. Comme (M. n ,po) est une algebre de Jordan standard 
sans isotropie, pour tout x € M. n — {0} standard, (po (x, x) est standard non 
nul et verifie 



On en conclut que pour tout standard non nul la relation ip (x, x) ^ 
est satisfaite. Par continuity de ip, la meme propriete est valable pour tout 
x € R n qui ne soit pas infiniment petit. Pour x G W 1 — {0} on considere jj^jy, 
qui est limite non infiniment petit. Alors 



d'ou ip (x, x) / 0. ■ 

Proposition 4 Soit if une perturbation de la lot d 'algebre de Jordan stan- 
dard ipo sur M. n . Si Go = (M! 1 , ipo) est simple, alors G = (W l , p) est simple. 

Demonstration. D'apres le lemme 5, G est sans isotropie. Si / est un 
ideal propre de G, alors °I est un ideal de Go de la meme dimension. En 
particulier, si Go est simple, ceci implique que °I est reduit a zero, d'ou la 
simplicite de G. ■ 



ip (x,x) ~ po (x,x) . 




et par bilineairite 



ip(x,x) 
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Definition 4 line algebre de Jordan standard <po est dite rigide si toute 
perturbation est isomorphe a tp$. 

Cette definition est la traduction au langage non-standard de la notion 
classique de rigidite. En eftet, si toute perturbation de ipo est isomorphe a 
(po, le halo de <po est contenu dans l'orbite 0(990)- Ceci implique que l'orbite 
est ouverte, et par le principe de transfert, on obtient l'equivalence. 

Exemple 1 Soit ipo £ J 2 la loi de Jordan definie dans le theoreme 1, il 
existe alors une base {ei, e 2 } sur laquelle la loi est donnee par la matrice : 




Considerons une perturbation ip G J 2 de ipQ, dans cette meme base elle est 
donnee par : 

'1 + ei e 2 
1 + £3 £4 
£5 1 + £6/ 
oil les €1, . . . , e% sont infiniments petits. 

En faisant le changement de variables e\ = j^e\, e' 2 = &2, on peut sup- 
poser que ip est de la forme : 

'1 + ei £2 N 
1 + £3 £4 

^5 1, 

Si on impose les equations qui definissent la variete J 2 , on obtient la 
condition : 

£5 = £ 2 (l+£ 3 )- (7) 

Par ailleurs, comme ipo est sans isotropic, ip Vest aussi et possede un element 
neutre de la forme ae[ + (5e' 2 qui verifie : 

ip(e' 1 ,ae[ + (3e' 2 ) = e[, 
ifie^ae^ + /3e' 2 ) = e 2 . 

d'ou 

1 = q(1 + ei) +pe 5 , 
= ae 2 + (3, 

= ae 5 + /?(l + £ 3 ), 

1 = a + (3e4. 
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En remplagant ^ dans la troisieme equation de puis (5 dans la qua- 
trieme, le systeme est reduit a : 

= (3 + ae 2 , 

1 = a(l - e 2 e 4 ). 



On en deduit pourtant que a ~ 1 et que (3 ~ 0. Dans la base {ae^ + 
f3e'2,e' 2 }, on pent alors trouver e et e' infiniment petits tels que if soit de la 
forme : 

1 X 
1 + e e' 
K 

Comme (e') 2 + 4(1 + e) > 0, cp est isomorphe a ipo- On en conclut done que 
ipQ est rigide. 

Les algebres de Jordan rigides sont done d'un grand interet pour l'etude 
de la variete des lois, parce que les orbites sont des composantes ouvertes, 
et la cloture donne des composantes algebriques de la varieteH 

Soit (po G J n une loi standard. Soient Id € GL(n,R) et / G g[(n,R) 
standard. Pour tout e infiniment petit, l'endomorphisme Id +ef appartient 
au groupe GL (n,R), et alors 

(Id + efY 1 ((H + ef) , (Id + e/)) = v9 + e (6 V J) + e 2 (A fa, /, e)) , 

ou 

$<p f ( x > v) '■= (/ (x) ,y)+(fo (x, f (y)) - / {(p (x, y)) , Vx, y G R n . 

Comme l'ombre de la droite qui joint (po et un point infiniment proche (p' 
est une droite tangente a l'orbite O (<po) en (p , l'espace tangent est donne 
par 

T vo OM = {S vo f : / G g((n,R)}. 

Exemple 2 Soit (po une loi standard sans isotropic. D'apres la classifica- 
tion, on pent trouver une base {ei,e%} sur laquelle la loi est donnee par la 
matrice 


















ou i(j 5 = 








I) 




Vo 1 





2 Dans ce sens, on trouve des analogies avec la theorie des algebres de Lie [2]. 
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En prenant un element f = f° G g[(2,R) on trouve que 

<Vo/ ( e i> e i) = ae i + & e 2, 

<V / ( e 2, e 2 ) = (2d - a) e x + (2c - b) e 2 , 

<5vo/ (ei,e 2 ) = 6ei + ae 2 , 



^ 5 /(ei,ei) = ae\ + 6e 2 , 

<V 5 /(e2, e 2 ) = (-2d + a)ei + (2c + 6)e 2 , 

<V 5 /(ei, e 2 ) = -6ei + ae 2 , 





ei pourtant 

T^ f=\2d-a 2c — & I , T^/ 



La dimension des orbites sont en consequence dimO (-00 ) = dimO (^5) = 4. 
Comme ces algebres sont rigides, on trouve que la variete J 2 possede deux 
composantes ouvertes de dimension 4- 

3.1 Theoreme de decomposition d'un point 

Dans ce paragraphe, on enonce un resultat de M. Goze [2] concernant 
la rigidite des lois d'algebres non-associatives. Ceci admet une application 
naturelle aux algebres de Jordan. 

Theoreme 2 Soit Mq un point standard de M n avec n standard. Tout point 
M infiniment proche de Mq admet une decomposition de la forme 

M = M + eivi + eie 2 V2 + ■ ■ ■ + e\ . . . e p v p 

qui verifie les conditions 

1. e%, . . . , e p sont des nombres reels infiniment petits. 

2. v\,...,Vp sont des vecteurs standard de W 1 lineairement independants. 
De plus, si 

M = M + e[v[ + + ■■■ + €[... e' q v' q 

est une autre decomposition de M qui verifie les conditions precedentes, 
alors p = q, et 
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1. v\ = Y?j=i a i v j dont les a\ sont des nombres standard pour tout i,j 
telles que a\ ^ 0. 

2. ei . . . ei = a\e[ . . . e[ + . . . e' i+1 + ... + a*^ ...e' p . 

Le nombre entierp qui decrit la classe d 'equivalence d'un point M est appelle 
longueur de M . 

Remarque 2 Le theoreme nous donne, en partant des points (M, Mo) de 
W 1 , avec Mq standard infiniment proche a M , une reference standard (v\, . . . , v n ) 
telle que le drapeau (V±, (Vi, V2), . . . , (Vi, . . . , V n )) est completement determine. 
Si on impose que M et Mq sont des points appartenant a une variete diffe- 
rentiable ou algebrique immerse dans M. n , la reference anterieure s'adapte 
a la geometric tangente en Mq. En particulier, v\ est un vecteur du cone 
tangent a la variete. JIJ/ 



3.2 Rigidite des lois d'algebres de Jordan 

Soit ip une perturbation de la loi standard 930 £ J n - Alors on peut 
decomposer 93 comme [2] : 

Lp = ip + eiv?i + eie 2 (f2 + ■ ■ ■ + ei • • • e P <f P , (9) 

ou ej sont des nombres infinitesimaux et cpi,...,(p p sont des applications 
bilineaires independantes de M. n . II en resulte que tp G J n si et seulement si 



(10) 



£2^0 ^2 + Ei^i^o + + ei£2<^>i¥>3 + £i£2<V 1 9 5 2+ 

+£162^2^1 + £l£2£3 (<Ab fl,<f2) + •■■ + 
+ e l e 2 e 3 • • • e p-l e p^p^p-l + £ 1 £ 2 £ 3 ■ ■ ■ e pfl = °> 

OU 

ipi o tpj o ip k (X, Y) =ifi (tpj (X, X) , <p k (X, Y)) 

-<Pi (X,^(ip k (X;X),Y)), 

Iff =ifi OlfiOifi, 
(<Pi, fj,lfk) =<fi O tpj Oifk + Ifij OL Pk OL Pi + (f k OlfiO Lfj + 
+ (fiOip k O Ifj + (fj O Ifi O lf k + iff. O Ifj o (pi 

S Vi ipj =ifi (<pi (X, X) , <fj (X, Y))+<pi (tpj (X, X) , ifi (X, Y)) + 

+ Vj (ifi (X, X) , <pi (X, Y)) - ^ (X, & (X, X),Y))- 
- Vi (X, Vj {pi (X, X),Y))- Vi (X, & fa (X, X),Y)). 

(11) 
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En effet, en substituant la decomposition (J9j) dans (pQ), en divisant par 
e\ H et en considerant l'ombre on obtient (fTU|) . On designera par G(<po) 
Pespace vectoriel 



G(ipo) = <^ip e R 2 : ^ o¥ , = j. (12) 

Lemme 6 Soient <pi,p2 G J n . Le pZan genere par {0,^1,^2} est contenu 
dans J n si et seulement si 5 vi (p2 = <^ 2 V?i = 0. 

Demonstration. Soit tp = Xpi + fj,(p2, A, n G R. Alors 

V > V 0», y))-^ V (</> x) , y)) = AV<^iV2 (a:, y)+M 2 A^ 2 (^i (x, y) , 

d'ou l'affirmation. ■ 

Proposition 5 Siip4 £ J 2 est telle qu'il existe une base {e±, e^\ de M? dont 
la loi est donnee par la matrice 



ip. 



1 




alors 1/14 est rigide. De plus, dim 0(1/14) = 2. 

Demonstration. Par transfert, il sufSt de demontrer la proposition 
pour ipo et {ei,e2} standard. Soit ip une perturbation de tpo et 

<p = po + eipi + ... + £!... e 6 v9 6 

la decomposition correspondante. Soit 



G{<p Q )=C{ 



Si 991 G G (po), alors on a S vl (po = 0. D'apres le lemme, il en resulte que 
<pi G J 2 et pourtant <p\ = 0. Si on divise la deuxieme equation de (fTUl) par 
£2; en passant a l'ombre on obtient que <p2 G G (ipo). Le meme raisonnement 
nous montre que <p\ = 0, 8< fl <p2 = ^2^0 = Stp 2 (pi = et (tpo, <pi, ip%) = 0. En 
divisant maintenant par £3, la methode montre que <p% G G(<po). Pourtant, 




3 ei etant non nul si ip 7^ ipo- 
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on obtient que toute perturbation est au plus de longueur 2. Par ailleurs, 
dans la base {ei,e2} cette perturbation s'ecrit comme 

'1+e 
e> 
§L i+§. 

2 2 



Le changement de base donne par 



1 

nous donne l'isomorphisme cherche. ■ 

Theoreme 3 L'algebre de Jordan ip2 = I 1 I ne se perturbe pas sur 

\0 0/ 

1 o\ 

^5 = I — 1 I . -En particulier, ^5 ne se contracte pas sur 1^2 ■ 
1/ 

Al £2 

Demonstration. On considere la perturbation ip = I £3 1 + €4 ) de ^2, 

ou £j ~ sont des infinitesimaux. Le changement e' 2 = 1x^-62 permet de 
supposer que €4 = 0. Si 65 / 0, Pequation (jlj) implique la relation 

£5 (2ei£3 + 3e 5 - 1 - 2ei? - 2e 3 e 6 ) = e 3 (e x - e 6 ) . 

Comme 65/0, cela equivaut a 

-1 ~ 2eie 3 + 3e 5 - 1 - 2e^ - 2e 3 e 6 = — (ej - e 6 ) . 

£5 



Comme ei — e fi ~ 0, le nombre ^ est infiniment grand, d'ou — ~ 0. Le 
changement de base 



e[ = e\ -e2 ~ ei, e' 2 = Ae2, A ~ 1 

permet de supposer que e$ = 0. Si e 3 / 0, le systeme flU) implique les 
relations €2 = et ei = £6- II faut distinguer deux cas : 
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1. Si ei / 0, on considere la base donnee par 



1 / a _ i 



II en resulte que 



e'[oe'[ = el e'ioe'i = e^e'{ + e' 2 ', ejoe^ e 2 ', 

et comme eie3 + ^ > 0, la perturbation est isomorphe a ipo d'apres le 
lemme 1. 

2. Si ei = 0, la pertubation est isomorphe a V>2- Ceci resulte immediament 
de la classification. 

fei e 2 " 

Si £3 = 0, alors la loi de la perturbation est donnee par ip = 1 

\0 e 6 , 

Dans ce cas, / = (e 2 ) est un ideal de ip, et, par simplicity, la perturbation 
n'est pas isomorphe a ip$. ■ 

Proposition 6 Les seules algebres rigides dans J 2 sont ipo,^^ et ip$. 

Demonstration. Soit ip$ € J 2 une loi standard non isomorphe a aucune 
des lois 




II existe une base standard {ei,e2} de M. 2 telle que tpo s'exprime d'une des 
formes suivantes 

a) <po = I I , b) ip = I 1 I , c) ip 





\° 1 

Dans le cas a), on obtient la perturbation ip donnee par 



<P 



qui n'est pas isomorphe a ipo parce que (p est sans isotropie. Si on est dans 
le cas b), alors on considere la perturbation 



<P 
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qui est aussi sans isotropie, et pourtant non isomorphe a ipo- Finalement, 

( £ l \ 

dans le cas c) on peut considerer la perturbation <p = , qui n'est pas 

isomorphe a ipo pour etre sans isotropie. La rigidite de V>5 est evidente par 
simplicity. ■ 

4 Contractions d'algebres de Jordan 

En analogie avec les algebres de Lie, on peut definir formellement une 
notion de limite dans la variete des lois J n de la fagon suivante : Soit <p £ J n 
une loi d'algebre de Jordan et soit ft € GL (n, R) une famille d'endomor- 
phismes non-singuliers dependants du parametre continu t. Si pour tous 
X, Y 6 J n la limite 

<p' (X, Y) := lim /r 1 o ^ {f t (X) , f t (Y)) (13) 

existe, alors cp' verifie les conditions ([I]), et pourtant ip' est une loi d'algebre 
de Jordan, appellee contraction de ip par {ft}- En utilisant Taction du groupe 
GL (n, R) sur la variete des lois d'algebres de Jordan, c'est facile de voir 
qu'une contraction de ip correspond a un point de la cloture de l'orbite 
O (</?). II en resulte en particulier que les algebres rigides ne sont pas des 
contractions [6]. 

C'est evident que le changement de base e- = tei, i = 1, ..,n induit une 
contraction de toute algebre de Jordan sur Palgebre de Jordan abelienne. 
De plus, toute contraction non-triviale <p — > tp' verifie l'inegalite suivante 

dimO(^) > dimO (ip') . (14) 

Ceci nous donne un premier critere pour classifier les contractions des algebres 
de Jordan. On peut verifier sans difnculte que pour les algebres du theoreme 1, 
les dimensions de l'orbite sont les suivantes : 

dim O (V> 5 ) = dim O (ip ) = 4, 

dimO(^i) = dim 0(^2) = 3, (15) 
dim O (V> 3 ) = dim O (^4) = 2. 

Proposition 7 Soientipi les algebres de Jordan du theoreme 1. Alors ipi, ip2 
et -03 sont les seules algebres de Jordan qui apparaissent comme contraction 
d'une algebre de Jordan. Plus precisement : 
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1. ipi est une contraction des algebres ipo et ^5, 

2. ip2 est une contraction de ipo, 

3. V3 est une contraction de tpo,ipx,^2 etip^. 

Demonstration. Comme les algebres t/Jo,ip4 et ^5 sont rigides, elles ne 
sont pas une contraction d'une autre algebre de Jordan. 

1. Soit dans ^5 la famille des transformations lineaires 

ft (ei) = ei, ft (e 2 ) = te 2 . 

Dans la base transformed {e[ = ft (e%) , e' 2 = ft (e 2 )}, la loi de V>5 s'ex- 
prime par la matrice 



K ° A\ 








e' 2 e ' 2 


H 






\e[ e'J 









En appliquant la formule, on obtient que la limite pour t — > de (fT3|) 
donne une algebre isomorphe a ipx- De maniere analogue, la contraction 
tpQ — ► ip\ est definie par les transformations 

ft (ei) = ei, / t (e 2 ) = ie 2 . 

2. En definissant les changements de base parametres 

ft (ex) = tei, ft (e 2 ) = - (e x + e 2 ) , 
on verifie facilement que la limite (|13f) existe et donne une contraction 

3. La contraction de ^5 sur ^3 est donnee par les transformations 

ft (ei) = ^yei + ^ye 2 , /* (e 2 ) = £e x . 
La contraction tpx — > ^3 est definie par 

ft (ei) = t (ex + e 2 ) , f t (e 2 ) = t 2 e 2 . 
La contraction tpQ — > ^3 est donnee par 

ft (ei) = ^ 2 e 2 , / t (e 2 ) = £ei- 
Finalement, les changements de base dans V> 2 definis par 

ft (ex) = ex + te 2 , / t (e 2 ) = i 2 e 2 
induisent une contraction ip2 — ► tpo- 



16 



L'algebre ^4, etant rigide, n'est pas une contraction des autres algebres. Par 
ailleurs, cette algebre ne possede que la contraction sur l'algebre abelienne. ■ 
Dans la figure 1, ou resume les contractions des algebres de Jordan obtenues, 
et aussi la contraction canonique sur l'algebre abelienne. 




Fig. 1 - Contraction des algebres de Jordan de J 2 . 
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Annexe 



On adjoint au langage de Z.F.E (theorie des ensembles de Zermelo- 
Fraenkel avec l'axiome du choix) le symbole 'st' (lire standard), les formules 
qui decoulent de la theorie de Z.F.E sont dites "internes" et les nouvelles 
formules s'appelleront "externes". Les axiomes de I.S.T. sont ceux de Z.F.E. 
restreints aux formules internes et les axiomes de transfert, d'idealisation et 
de standardisation que Ton decrit ci-dessous. On note que : \/ st x A(x) abrege 
la formule Vx [x standard -A(a;)]. 

(T) — Axiome de Transfert 

Soit A(x,h, . . . ,tk) une formule interne sans autres variables libres 
que x et les ti, alors : 

Vti , . . . , Vtfc \i st xA{x,t 1 , ... ,t k ) <-»■ VxA(x,h, . . . ,t k )\. 

Consequences de l'axiome de Transfert : 

1. Pour demontrer qu'une certaine propriete interne (qui depend 
uniquement des variables standard) est vraie pour tout x, il suffit 
de la prouver pour tout x standard. 

2. Les ensembles definis de fagon unique par une formule interne qui 
depend de variables standard, sont standard. Les objets classiques 
0, 1, 2, . . . , 7r, e, 0, N, Q, R, C, M 27 , S 3 , . . . sont done standard ainsi 
que tous les objets construits a partir d'eux par une procedure 
interne. 

(I) — Axiome d'idealisation 

Soit B(x,y) une formule interne qui a au moins deux variables libres 
x et y, alors : 

V st z fini 3xVy G z B(x,y) 3xV st y B(x,y). 

Consequences de l'axiome d'idealisation : 

1. Soit p une relation binaire definie sur un ensemble standard E. 
Si pour tout ensemble standard fini F C E il existe vf £ E relie 
a tous les elements u G F, alors il existe w G E relie a tous 
les elements standard de E. On peut ainsi construire des objets 
"ideaux" par rapport a la mathematique classique. 

2. En appliquant (I) a la formule B(v, u) = (v G N A u G N A v > u), 
on obtient la formule : 

3w G N V st u G N w > u. 
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On dit que cet element w est infiniment grand, evidemment w 
n'est pas standard. De facon analogue, l'axiome (I) fournit des 
reels infiniment grands (V st y, y < \x\) et des infiniment petits (0 
et - ou x est infiniment grand). 

Definition 5 x G R est limite si 3 st y \x\ < y. Deux reels x et y sont 
infiniment proches si\x — y\ est infiniment petit, on notera x ~ y. 

(S) — Axiome de Standardisation 

Soit C(z) une formule (interne ou externe) alors : 

V st x 3 st y V s * [z G y z G x A C(z)}. 

Consequences de l'axiome de Standardisation : 

1. Soit C(z) une formule et X un ensemble standard, l'axiome (S) 
nous dit qu'il existe un ensemble standard tel que tous ses elements 
standard appartiennent a x et verifient C(z). 

2. Pour tout reel x limite, il existe un unique reel standard °x, appele 
ombre de x, tel que x ~ °x. 

Pour prouver l'existence de l'ombre d'un reel limite x, on applique 
(S) a 1' ensemble des reels et a la formule t < x, ceci nous donne 
un ensemble standard E tel que : \/ st t (t G E <-> t G (R) A t < x). 
Comme x est limite et en utilisant (T), on deduit que E est une 
partie majoree non vide de l'ensemble des reels et done E possede 
une borne super ieure supE 1 , on verifie facilement que sup-E ~ x. 
De meme, l'ombre °A de A C M est l'unique ensemble standard 
dont les elements standard sont les ombres des elements limites 
de A. 

Toute fonction / : R —>■ R a valeurs limitees sur les reels standard 
admet une ombre °/ telle que : 

V s '* GR (°f)(x)=°(f(x)). 

Supposons n standard, W 1 et C n sont alors standard. On dira que x G R n 
est limite si chacune de ses composantes le sont et x G C n est limite si les 
parties reelles et imaginaires de chacune de ses composantes le sont. Ainsi, 
on peut generaliser les concepts definis anterieurement sur R n et sur C n . 

En utilisant des ultrafiltres convenables, qui existent grace a l'axiome 
du choix, on prouve que I.S.T. est une extension conservative de Z.F.E. 
Cela signifie que les proprietes internes demontrees dans I.S.T. ont aussi 
une demonstration dans Z.F.E. 
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